la Suponha que um ioié parte do repouso e desce até uma altura (deslocamento vertical) h, me-
dida desde o ponto de onde o i0i6 foi solto. Encontrar a sua velocidade final de translacao e
rotacao, e sua aceleragao linear. Qual é a tensao na corda nesse instante?

Solucao:

AT

Pela conservacao da energia temos
K!+ K] +U =K;+K;+ Uy

onde K ¢é a energia cinética e U, a potencial. O super indice r diz respeito & parte rotacional e
t, a translacional. O sub indice ¢ indica a situag¢ao no inicio do movimento e o f a final. Como

o corpo parte do repouso, a equagao anterior fica

1 1
mgh = émv2 + 5]@12 (1)
onde
v =Tw (2)

onde r é o raio desde o centro de massa do i0i6 até a parte externa do fio enrolado no seu eixo

de rotagao. Como o i0i6 é quase um cilindro, o momento de inercia estara dado por

1
I = EmRQ

o qual é o momento de inercia de um cilindro de raio R, que é o raio do i0i6. Substituindo em
1

2

1
2mgh =mv* + —mRQU—
2 r2
R2
2mgh =mv* | 1+ —
mgh =muv < + 27“2)
de onde 50l
g
02 = L (3)



Como as forgas lineares e angulares sao constante durante todo o movimento, podemos utilizar

v h
v/ dv:a/ dy
V; 0

K3

v? — v} = 2ah

de forma que

g
a = 4
14 & @
De 2 o
2 g
— 9 5
“ 7’2+%R2 (5)

Para o calculo da tensao na corda utilizamos um diagrama de corpo livre onde observamos que

ZFy =T —mg

ma =1 —mg
Y

m——z =1 —mg
1+ &
T =m 7 T myg

272

de onde 1 2
_ 2
T= mgm (6)



1b Uma bola cai livremente desde uma altura h sobre um plano inclinado que forma um angulo «
com a horizontal como mostra a figura 1. Encontre a relagao das distancias entre a posicao dos
pontos nos quais a bola quicando toca o plano inclinado. Considere as colisoes com o plano

inclinado como sendo totalmente elastica.

1 y
h

Figura 1: problema

Solucgao:

Vamos colocar os eixos de coordenadas de tal forma que o eixo x coincida com a hipotenusa
do plano inclinado e o y com a normal a este plano. Na figura embaixo podemos observa que

com essa referencia a aceleragao devida a gravidade pode ser descomposta em g, e g, onde

Jr =g sina

gy = — gCcos«

da lei de conservacao da energia o moédulo da velocidade no instante da primeira colisao estéa
dada por
v, = \/2gh

Como a colisao é totalmente elastica o angulo com que a bola se afasta do plano é o mesmo com

o qual chegou ao plano e o médulo da sua velocidade é exatamente o mesmo. O tempo entre



as colisoes (que é o mesmo para todas as colisbes dado que o campo devido a gravidade que
age na perpendicular do plano é constante), t,, esta dado por pelo dobro do tempo de subida
ts:

Vfy =Viy + Gyls

0 =v1cosa — gcos aty

ty =2
g

assim

v
t, =22
g

A componente horizontal do primeiro quique estda dada por v, = v;sina. Com esse dado

podemos calcular a posicao onde a bola realizara o segundo quique

l1 =Ty — T1

1
=+ Ul:ctfu + §ga:tv

— (v sina) (2%) + % (gsina) (2%)2

2 .
V7 SINn &
—41
g

=8h sin «

O moédulo da componente da velocidade em x com que a bola quica no ponto xy esta dada por

Vog =V1z + ga:tv

=v; sina + (gsin ) (22)
g

=3v; sin

Com essa velocidade podemos calcular a posicao do terceiro quique

12 =T3 — X2

1
=Vgzty + §gxtv

1 2
= (3v; sin ) (2%) +3 (gsina) (2%)

2 .
vy sin «
1
=4

g
=16hsin «




Facilmente se mostra que

VU3, = OV1 Sin &
e disso

l3 =Ty — X3

=24hsin o

De forma que podemos afirmar que a relagao entre as distancias que separa os diferentes quiques
ély:ly:lz:...=1:2:3:...



2a Considere um sistema termodinamico constituido de um gas particular, que esta encerrado
dentro de um cilindro com um pistao mével. Observa-se que as paredes sao adiabaticas, um

aumento quase estatico no volume resulta num decréscimo da pressao de acordo com a equacgao
PV =y

onde (' é uma constante. Uma pequena pa esta instalada dentro do sistema e é girada por
um motor externo (por meio de um acoplamento magnético através da parede do cilindro).
Sabendo que o motor exerce um torque 7, girando a p4 com uma velocidade angular w, mostre
se é possivel calcular a diferenca de energia entre dois estados quaisquer se supomos que a
pressao do gas a volume constante aumenta segundo uma taxa dada pela relacao

dP wT

il bl

dt V
para os casos em que a constante C' esta dada por (a) C'= % ou (b) C' = 2

Solucao:

Vamos admitir que o estado O = (P’,V’) seja o estado de referéncia. A partir deste estado
podemos atingir o estado A = (P4, V) via um processo reversivel adiabético (ou seja A estéa
sobre a adiabaticas PV*3 = C} que passa por O). A diferencia de energia Uy — Up é igual ao

trabalho realizado sobre o sistema ao passar pela adiabatica desde O até A:

Va O
UA—Uo:/ Lav

v VP
3 3
—2P,Vu— SPV
2 AT
3 3
= Uy :§PAVA — §P,V,

onde utilizamos C = P,4\/5/3 = P'V3 e Up = 0 (dado que o ponto O foi escolhido como o
A

estado referéncia). A expressio anterior é a energia para qualquer estado sobre a adiabatica que

passa por 0. Para outros estados fora dessa adiabatica a expressao anterior nao seria valida,



por exemplo o estado B da figura. Contudo, o processo adiabatica irreversivel de agitacao das

pas do fluido resultara em outro estado que podera estar (estd) fora da adiabatica analisada.

Vamos supor que o estado resultante da agitagdo das pas no fluido é o estado B = (Pg, Vp).
Suporemos, por comodidade, que tal estado corresponde a um ponto no diagrama de Clapeyron
onde Vg =V, e P4 > Pp, dessa forma dizemos que o ponto B estd por cima da adiabatica. O

trabalho feito pelas pés sobre o sistema esta dado por

B
UB o UA :/ dwadia
A

B
:/ Td0
A

l/BVdP
= ——dt
4 C dt
Pp
Y ap
C Jp,
1
=C (PgVE — PAVy)
onde se utilizou Vg = Vj4.
Para o caso em que C' = 2/3,
3 3
Up—Ua :§PBVB - §PAVA
3 3 3 3
:_P _ _P _ _P _ _P/ /
Us 5 BVB 5 AV 4 (2 4V 4 5 V)
3 3
= UB :§PBVB — EP/V/

Observe que o estados por debaixo da adiabatica original nao pode ser atingido mediante
o trabalho adiabatico irreversivel feito pelas pas, contudo, sim é possivel partir do estado
C = (Po,Ve), onde Vo = Vi e Py < Pg, e atingir o ponto B via o trabalho irreversivel feio

pelas pas, assim de forma similar ao passo anterior,

3 3

Us—Uc :§PAVA - EPBVB
3 3

= UB :§PAVA — §P,V,

de onde podemos generalizar que para qualquer estado do sistema ¢ valido que

3 3
— 2PV - 2PV
U=3PV—oPV



onde (P, V') definem o estado de referencia.
Para o caso em que C = 2/5,

Ao longo da adiabatica continua sendo vélido que

3 3
Up=SPyVy— =PV
A 9 AVA 9

mas fora da adiabatica teremos que, por exemplo para o ponto B:

5! 5)
UB—UA:§PBVB—§PAVA
5! 5) 3 3
2PV — 2PV — (2PyVs = 2PV
Up 5 VB 5 AV <2 AV 5 V)
5 3,
= Up :§PBVB—§PV — PAVy

o qual é um resultado impossivel dado que a energia interna é uma funcao de estado e conse-

quentemente nao pode depender dos parametros termodindmicos que definem um outro estado.



2b Um sistema termodinamico particular obedece as seguintes equagoes de estado:

3As?

-3 )
As?

P=—s (8)

onde A é uma constante. Encontre p como fungao de s e v. A partir dai encontre a equagao
fundamental®.

Solucgao:

Como a energia interna é uma funcao de estado extensiva e como todas as variaveis termodina-
micas extensivas sao fun¢oes homogéneas de grau I nos parametros intensivos podemos aplicar

o teorema de Euler a fim de expressar a energia interna em funcao dos parametros que definem

oU oU oU
N) = — - N[ ==
VSV ) S(as>v,1v+v(av)s,]v+ (8N>

U =ST — PV + uN (9)

o estado:

de onde
dU =TdS + SdT — PdV — VdP + udN + Ndu

A I lei da termodinamica nos diz
dU =TdS — PdV + pdN

eliminando dU
0=95dI' —VdP + Ndu

e dividindo por N obtemos
dp = —sdT’ + vdP (10)

que é a equagao de equagao de Gibbs-Duhem (se vocé sabia essa equagao podia ter partido

direto deste ponto).

Da primeira equagao do problema temos:

dT = 6Asv 'ds — 3As*v 2dv

e da segunda:

dP = 3AS%*v2ds — 2As3v3dv

substituindo em 10

LQuestdo anulada devido a erro de digitacdo, foi trocado o P por T na equacio 8



dp = — 6As*v " ds + 3As*v2dv + 3AS%*v " tds — 2As3 v 2dv
= — 3AS%*v s + AsPv2dv
=— Ad (531)_1)

integrando

As?
B=———""1 o
v
Substituindo na equagao de Euler (9) este resultado e as equagoes de estado dadas no problema

e passando estas equacoes de sua forma molar para a forma extensiva

U =TS — PV + uN
_3AS° ASt A8t
“ NV NV Ny Ho

obtemos



3a Um modelo para uma molécula que pode rotar livremente, porém nao pode vibrar, consiste
em duas massa ligadas por uma haste . Nessa configuracao o momento de inercia em torno do
eixo de simetria que liga as massa pode ser considerado como igual a zero. Calcule o C, para
um gas constituido por esse tipo de particulas utilizando o teorema de equiparticao.
Solucgao:
O teorema de equiparticao da energia diz que por cada termo quadratico na expressao da
energia do sistema teremos uma contribuicao de ékBT no promédio da energia por molécula.
No caso da molécula aqui analisada a energia da molécula é constituida pela sua energia cinética

mais a energia de rotagao, isto é

0
1 1 1 1
E= P (p3 +p, +p?) +%‘|‘ 512603 + §]3W§
onde o termo da energia de rotacao relacionado ao eixo ao longo da haste foi desprezado como

indica o problema (além disso I, = I3 por simetria).

I

3

o

Figura 2: Molécula diatomica simples

Assim a energia interna de uma mole de um gas diatémico estard dada pela energia de uma

molécula vezes o niimero de molécula numa mole de gas

1
U =5N, (§kBT)

3
=—Ny,kgT
5 B

onde N, é a constante de Avogadro. Da expressao anterior calculamos C,:

oU
Co= (a—T)U

5
=2 N,k
9 B
5
=°R
2



3b Suponha que a energia actstica é transportada a través de uma estrutura cristalina em quan-
tidades quantizadas de valor hr por quase particulas que chamaremos de fénons, os quais sao
bosons. Obtenha a expressao mateméatica para a energia actstica (vibracional) que podera ser
portada por um grupo de dn fénons dentro de uma rede sabendo que a densidade de estado de

ocupacao dos fonons estéa dada por

onde vy é a frequéncia de Debye.
Solucao:
Como os fonons sao bosons a estatistica adequada para descrever a suas propriedades fisica é

a estatistica de Bose-Einstein |

fBE - eE/kBT . 1

Considerando o anterior, o niimero médio de féonons, dn, com frequéncias no intervalo v e v+ dv

esta dado por

dn =g(v) fprdv
9N hv
= V—S’I/ —eE/kBT 1 dv

A energia de cada fénon estd dada por E = hv, por tanto, a energia média transportada por

dn foénons sera




4A) Uma casca cilindrica grossa e longa cuja secéo transversal possui raio interno a e raio
externo 3a é feita de material dielétrico, com polarizagéo elétrica permanente dada por

= A

k
P=r—2r ,

onde k é uma constante, r é a distancia de um ponto até o eixo do cilindro, e 1, a respectiva
direcdo. O campo elétrico parar = 2a é:

e) Nenhuma das anteriores.

Temos que a densidade de carga de polarizacéo volumétrica é

k
r

p = —VP=
Aplicando a lei de Gauss integral, obtemos

E(r=2a)= —# , resposta e).
4a‘g,

4B) A bobina de Helmholtz é um dispositivo frequentemente utilizado para se obter um campo
magnético relativamente uniforme em uma pequena regido do espaco. Ela consiste de duas
bobinas circulares de raio a e com um eixo comum, separadas por uma distancia h. Se cada uma
dessas bobinas possui N espiras e é percorrida por uma corrente I, e se h = a, a magnitude do
campo magnético no ponto médio do sistema sera:

8uyNI

5a\/§

Aplicando a lei de Biot-Savart para o eixo de uma espira de raio a:

a)

ﬂolaz
B(z) = ——02
2(22 +a2)3/2

considerando duas bobinas de N espiras, o campo no ponto médio é dado pela alternativa a).



5A) Uma espira quadrada de lado a e resisténcia R estd a uma distancia d de um fio reto infinito
pelo qual passa uma corrente constante |. Repentinamente essa corrente vai a zero. Determine a
carga total que passa por um ponto da espira durante o tempo em que a corrente induzida na
espira flui.

d) ol (1, 2
2R d

O campo magnetico a uma distancia r do fio é dado por B = ZL . Calculando o fluxo na espira,
. dQ do . .
e considerando que ¢ = RI = RE =" concluimos que a carga e dada pela resposta d).

5B) Uma espira de fio, quadrada e com lados de comprimento a, esti no primeiro quadrante do
plano xy, com um dos vértices na origem. Encontre a forca eletromotriz induzida na espira, se
nessa regido, o potencial vetorial é dado por

A(F,t)= 2kt2(5xy3§/ + y“)?) :
onde k € uma constante.

e) Nenhuma das anteriores.

Calcula-se primeiro o campo magnético, B =V x A e ent#o o fluxo através da espira,

0} =Il§.d§ . Entéo ¢ = —% =—ka’t.



6A) Uma carga pontual q de massa m € liberada do repouso a uma distancia d de um plano
condutor infinito aterrado. Quanto tempo a carga ira demorar para atingir o plano? (despreze a
gravidade)

C) d—”,/anomd
q

Considerando que a forca sobre a carga serd a mesma de uma carga imagem a uma distancia d
abaixo do plano, essa forca serd
1 q°
4re, 4d?

. d’x A . <
Teremos entao, el = ——,-, integrando a equacgdo duas vezes (com as constantes adequadas, e
X

usando a integral do formul&rio) obtemos a resposta c).

6B) Considere a colisdo de um foton com um proéton (de massa de repouso m) em repouso,
produzindo um pion (de massa de repouso x ) e um néutron (de massa m, aproximadamente). A

frequéncia minima do féton para que esse processo ocorra é:

d) v = !y2+2mykz

2hm

A soma dos 4-momentos ao quadrado das particulas antes e depois da colisdo se conserva.
Calculando e resolvendo para a frequéncia, obtemos a resposta acima.



7A) Dada a fungdo de onda unidimensional
w(x)=Ae ™ para x>0
w(x) = Ae® para x<0

Determine a probabilidade, de numa medida, se encontrar a particula entre x=1/a e x=2/a.
A () P=1/2

B) () P=ae?
C) () P=e'-e?
e-z_e-4
P:
D) (x) >

E) ( ) Afuncdo ndo é normalizavel, logo ndo podemaos saber a probabilidade.

Gabarito:

0 )
Normalizando temos: 1= AZ[ J'ezaxdx + J'e‘zaxdx aque resulta A=+/a.

-0 0

—Z_e—4

_ e
Com esse resultado, calculamos P =a| [e®*dx | resultando P =

D | P C— [ N

7B) As auto fungdes y, (x) e y,(X) séo tais que Hy  (x) =(n+1/2)hoy (X)), onde Héa

hamiltoniana do oscilador harménico. Para o estado quantico W(x) = %l//l(X) +\/%y/2(x)

determine o valor esperado da energia total do sistema.

A) <E>:1—61ha) X
B) (E)z%ha)
C) (E)z%ha)
D) (E)=ho

E) Nenhuma das anteriores.

Gabarito: A funcdo esta normalizada, entéo:

(©)={ 2l (352
o o 333

E como as auto-fungdes séo ortogonais, temos entéo

(E)="ho.



8A) Um atomo de hidrogénio esté no estado quéntico ¥(r,0,¢) = %(y/m_l +1//2V1,0), sendo

Wam @ auto-fungdes do dtomo sem considerarmos o spin. A soma do valor esperado de L* com
o valor esperado de L? para o estado ¥(r,6,¢) sera:
A (L)+(L2)=3n"
B) (L°)+(L2)=5n’
0) (1)+(L2)=7n"
5
D) (L*)+(L%) =§h2x

E) Nenhuma das anteriores.

Gabarito:

I—i {% (V/z,l,-l W10 )j N i(hzwllv—l + OWz,l,o)

O que resulta
1
<|—§> ZE(hZ)

Temos também:

N

- {% (V/z,l,-l + l//2,1,0)j N i(27%21//2,1,-1 + 2hzl//z,l,o)

O que resulta
(12)=2(n?)

Ou seja

(1) +(12) =3

N



8B) Considere uma particula numa caixa unidimensional de comprimento L. Calcule a razéo

AE . . . - P
., onde E, éaenergia de um estado com numero quantico n e AE, é adiferencaentre E_,

n

e E

n-

A) =

B) —"=

C) “on-2

D) L=n

E) Nenhuma das anteriores x

Gabarito.

A energia de pogo quadrado é E, = E,n’ logo
AE, 2n+1

E, n*

n

9A) Considere que num instante t =0,um tem seu momento linear dado por p = p, Determine,
no formalismo de Heiserberg, qual a equacéo que define a evolugédo temporal do operador p,
dado que o sistema é descrito pela hamiltoniana unidimensional

_n
2m ox?

A) p(t) = p,

B) p(t)=p,+gt x

C) p(t)=0

D) p(t)=—int

E) Nenhuma das anteriores.

Gabarito.

Usando %:—%[p, H], e como [p,H]=—i% obtemos p(t) = p, + gt.



9B) O valor do comutador [x, p?| é:
A) ih
B) O
C) 2ihp x
D) inp®
E) Nenhuma das anteriores.

Gabarito:
O método mais facil é avaliar os colchetes de Poison,

O que resulta {x, pz}z 2p, logo pela correspondéncia [x, pz]: 2inp

10A) Responda se as afirmativas séo verdadeiras ou falsas e justifique sua resposta.
(Alternativas sem justificativa serdo desconsideradas.)

A)( ) Todo movimento sob acéo de forca central pode ser reduzido a um movimento em duas
dimensdes.
R: Verdadeira. Bosta lembrar que o vetor momento angular se conserva.

B) () Se dois estados quanticos tem mesma energia, entdo suas fungdes de onda sdo iguais.
R: Falso, sistemas degenerados tem fung¢des de onda distintas.

C) () Se cavarmos um tunel que atravesse a Terra passando pelo centro, a forga sentida por

alguém que caisse nesse tlnel seria proporcionala —- com r sendo medido a partir do centro
r

da Terra.
R: Falso, é proporcional a r

D) () O principio de exclusdo de Pauli afirma que a fungdo de onda de quaisquer duas
particulas deve ser antissimétrica por troca de pares.
R: Falso, s6 se forem idénticas.

E) ( ) Seum corpo carregado é esférico, entdo sempre podemos considera-lo como uma carga
pontual localizada no seu centro.
R: Falso, so se a distribuicéo de carga for homogénea.



10B) Responda se as afirmativas sdo verdadeiras ou falsas e justifique sua resposta.
(Alternativas sem justificativa serdo desconsideradas.)

A) () O principio de incerteza proibe a determinacdo exata da posicdo de uma particula
quéntica.
R: Falso, so proibe a determinacéo do par canbnico p-q.

% f(xt) 1 0°f(xt)
x: v ot

propagac¢do de uma onda unidimensional € sempre constante.

R: Falso, a velocidade depende das propriedades do meio.

B) ( ) Aequacdo de onda unidimensional

implica que a velocidade de

C) ( ) Se aumentarmos a temperatura de um corpo em um determinado estado, o volume
desse corpo sempre aumentara.
R: Falso, vide por exemplo a gua.

D) ( ) Se, num atomo de hidrogénio, fizermos uma medida de L,, seguida de uma medida de
L*, o resultado serd o mesmo que se fizermos primeiro a medida de L* e posteriormente a
medidade L,.

R: Verdadeiro, esses operadores sdo compativeis.

E) ( ) A entropia de qualquer sistema sempre aumenta ou se mantém constante durante um
processo termodinémico.
R: Falso, S6 para sistemas isolados.

Formulario.

- ¥ Lz [ 1z
Ras V3 a, - 2a,
\ \/7 (cos@send) exp(+i¢)
Y, . =1/— 3cos’ 0 -1
2,41 1672,'( )
2
L2 =—h? Li(sené’i}r L
send 06 20 ) sen?0| 9% o

L, =—|hi

o
L%, ., =1+ D7, ,
L,Y, , = mAY, .
p=—inV
dA i

@]



